_.-"-:-I--'\-\.

“w i

] I
I:_I_"_E':-‘ ‘-jfl Université Sidi Mohamed Ben Abdellah
FSTEF Faculté des Sciences et Techniques de Fes

Département de mathématiques
UFR-DESA-A.T.N.A.S.I

Algebre Théorie des Nombres et Applications aux Sciences de l’Information

Mémoire de DESA

Invariants d’une algebre centrale
stmple a rmvolution

Présenté par
Jamal Nafie
Dirigé par

Pr. Lahcen Oukhtite

Soutenu le 8 novembre 2008 devant le jury constitué par :

Pr. M. Boulagouaz FST. Univ. de Fes Membre Rapporteur
Pr. M.E. Charkani FS. Univ. de Fes Président

Pr. M.A. Elomary FST. Errachidia Membre Rapporteur
Pr. L. Oukhtite FST. Errachidia Membre Rapporteur

Année universitaire : 2007-2008



Invariants d’une algebre centrale simple a
involution




Remerciements

Je tiens a exprimer ma profonde gratitude au professeur Lahcen Oukhtite, pour avoir

accepter de diriger ce travail avec toute attention et pour ses orientations fructueuses.

Je remercie le professeur M’hammed Boulagouaz pour ses orientations et son soutien

durant tout ce cursus de D.E.S.A.

Je tiens a remercier tous les professeurs de D.E.S.A, ” Algebre Théorie des Nombres et

Applications aux Sciences de I'Information”. Ainsi que tous mes collegues.

En fin je remercie tous les amis qui m’ont apporté de 'aide.



Table des matiéres

Remerciements . . . . . . .

Introduction . . . . . . .

Rappel sur les algebres centrales simples

1.1 Définitions et exemples . . . . . . . . ..o
1.2 Théoreme de Wedderburn . . . . . . . .. . .. ... oL
1.3 Groupede Brauer . . . . . . . . ...

1.4 Algebre conjuguée - Norme d’une algebre . . . . . . . ... ... ... ...

Involution d’une algebre centrale simple

2.1 Involutions et formes bilinéaires . . . . . . . . .. ... ... ...
2.2 Types d’involutions sur une algebre centrale simple . . . . . . . .. .. ...
2.3 Existence d’'involutions de premiere espece . . . . . . . .. ... ... .. ..
2.4 Existence d’'involutions de deuxieme espece . . . . . . . . . . .. ... ...

2.5 Algebres a involution sur un corps de caractéristique deux . . . . . . . . ..

Les invariants d’une algebre centrale simple a involution

3.1 Indice de Witt d'une algebre centrale simple a involution . . . . . ... . ..
3.1.1 Involutions et formes hermitiennes . . . . . . . . .. ... ... ...
3.1.2 Idéaux d’une algebre centrale simple . . . . .. .. ... ... .. ..
3.1.3 Indice de Witt d’une algebre centrale simple a involution . . . . . . .

3.2 Discriminant d’une involution . . . . . . . . . . ...

11
12

14
14
17
22
26
28



TABLE DES MATIERES

3.3

3.4

3.2.1 Discriminant d’une involution orthogonale . . . . . . . ... ... .. 38
3.2.2 Application : Algebre a involution décomposable . . . . . . . .. . .. 40
Algebre de Clifford d'une involution . . . . . . . . ... .. ... ... 41
3.3.1 Algebre de Clifford d’'un espace quadratique . . . . . .. .. ... .. 41
3.3.2  Algebre de Clifford d’une involution orthogonale . . . . . . . . . . .. 43
3.3.3 Application : caractérisation des involutions conjuguées . . . . . . . . 45
Signature d’une involution . . . . . . . .. ..o 46
3.4.1 La forme trace d’une involution . . . . . .. .. .. ... ... .. .. 46
3.4.2  La signature d’une involution de premiere espece . . . . . . .. . .. 48
3.4.3 Application : Involutions indécomposables . . . . . .. ... ... .. 49

Nafie Jamal



Introduction

Dans ce document, sauf mention du contraire, tous les corps considérés sont commutatifs

et de caractéristique différente de deux.

Le présent travail a pour but de présenter quelques invariants d’une algebre centrale simple

de dimension finie a involution.

Dans le premier chapitre, on rappelle certaines définitions et propriétés concernant les
algebres centrales simples et on cite quelques résultats élémentaires indispensables pour la
suite. Les livres de Draxl [3], Pierce [12], Scharlau [13] sont des références générales sur ce
sujet.

Le second chapitre est consacré a une correspondance biunivoque entre les involutions de
premiere espece sur 'algebre d’endomorphismes Endp (V') et les formes bilinéaires non sin-
gulieres sur V. Ensuite, on expose la démonstration du résultat qui montre que les involutions
de premiere espece sur une algebre centrale simple quelconque sont, apres extension des sca-
laires a un corps neutralisant K, identifiées a des involutions de premiere espece sur une

algebre d’endomorphismes Endg (V).

Au troisieme chapitre, apres avoir établi un lien entre les involutions sur une algebre cen-
trale simple et une certaine classe d’idéaux, on traite le critere d’existence d’involutions de
premiere espece, di a A. Albert, ainsi que celui de 'existence d’involutions de deuxieme

espece (Théoreme d’Albert-Riehm-Scharlau).
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Puis, au chapitre 4, nous donnons un analogue du théoreme de Witt, pour une algebre
centrale simple a involution. Pour cela, on expose une correspondance biunivoque entre les
involutions de premiere espece sur Endp(V) et les formes e-hermitiennes régulieres sur V'

relativement a une involution sur ’algebre a division D.

Le discriminant (chapitre 5) et la signature (chapitre 7) d’une involution de premiere espece
sont largement utilisés comme criteres de décomposabilité d’une algebre a involution. En
particulier, Knus, Parimala et Sridharan ont montré qu’avoir un discriminant trivial est une
condition nécessaire et suffisante de décomposition d'une algebre centrale simple de degré 4.
Par ailleurs, David. W. Lewis et J.P. Tignol ont montré que toute involution de signature
2 sur une algebre de degré une puissance de deux et de centre un corps formellement réel,
est indécomposable. Au chapitre 6, on donne la définition rationnelle d’une algebre de Clif-
ford d’une involution diie a Tits, et le lien entre la conjugaison de deux involutions et leurs
algebres de Clifford. Le dernier chapitre est consacré au cas d’une algebre a involution sur

un corps de caractéristique deux.
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CHAPITRE 1

Rappel sur les algebres centrales

simples

Ce chapitre constitue un rappel de certaines définitions et propriétés concernant les algebres

centrales simples dont nous aurons besoin dans ce document.

1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1.1 Un module non nul M sur un anneau R est dit simple sl n’a pas de

sous-modules non triviaux. L’anneau R est simple s’il n’a pas d’idéauz bilatéres autre que

{0} et R.

Exemples :

1. Soit D un anneau a division (un corps non nécessairement commutatif) :
(i) D est un D-module simple.
(ii) Tout D-espace vectoriel de dimension un est un D-module simple.
2. Z/pZ est un Z-module simple.

3. Tout anneau a division est simple.

Définition 1.1.2 Soit A une algébre sur un corps F. A est dite simple si A est simple pour

sa structure d’anneau.



Chapitre 1. Rappel sur les algébres centrales simples

Exemples :

1.

2.

Toute algebre a division D est simple.

Si K est un corps, alors M, (K) est une algebre simple.

Remarque : Si A est une F-algebre (F' corps) alors F' C Z(A).

Définition 1.1.3 Une F-algebre A est dite centrale si son centre

Z(A)={a€ AJax =z.aVr € A} est réduit a F(= F.1).

A est de dimension finie si A est de dimension finie comme étant un F-espace vectoriel.

Dans toute la suite, les algebres considérées seront et de dimension finie sur leurs centres.

Exemples :

1. M,(F) est une F-algebre centrale simple de dimension n?.

2. Toute algebre a division D est centrale simple sur son centre Z (D).

3. Soient a et b deux éléments non nuls d'un corps F et A le F-espace vectoriel de
base {1,,7,k} et muni de la multiplication bilinéaire définie par : i = a; j2 = b;
1] = —ji = k. A est une F-algebre centrale simple de dimension 4 , notée (“Fb) ou
(a,b)r et appelée algebre de quaternions.

4. Si A et B sont des F-algebres centrales simples, alors leur produit tensoriel A @ B
est une F-algebre centrale simple. En particulier, M,,(F) @ p M,,(F) ~ M, (F).

5. Si A est une F-algebre centrale simple, alors M,,(A) est une F-algebre centrale simple

etona:ARr M,(F)~ M,(A).

Définition 1.1.4 Soit A une F-algébre. L’algebre opposée de A notée A (ou A°) est A en

tant que F-module mais sa multiplication * est définie par a * b = ba pour tout a,b € A.

1.2 Théoreme de Wedderburn

La structure des algebres simples centrales est entierement déterminée par le théoreme de

Wedderburn :

Nafie Jamal



Chapitre 1. Rappel sur les algebres centrales simples 10

Théoréme 1.2.1 Soit A une F-algébre . Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. A est centrale simple.
2. L’application p : A @p AP — Endp(A)
définie par : p(a ® b%)(x) = axb est un isomorphisme.
3. Il existe une extension K de F telle que A ®@p K ~ M,(K).

4. 8i Q) est un corps algébriguement clos contenant F alors A @ Q ~ M, (2) pour un

entier n.

5. 1l existe une algebre a division D centrale de dimension finie sur F' et un entier r tels

que A ~ M,.(D).

De plus, si l'une de ces conditions est satisfaite, tous les A-modules a gauche (ou a droite)
simples sont isomorphes et l’algébre a division D de 'assertion (5) est uniquement déterminée

a un isomorphisme prés par D = Enda (M) ou M désigne un A-module a gauche simple.

Preuve : Voir [6, Theorem 1.1, page 3]. x

Remarques :

(i) Tout corps vérifiant 'assertion (3) du théoréme précédent est appelé corps déployant de

A (ou neutralisant pour A). Lorsque A ~ M, (F'), on dit que I'algebre A est déployée.

(ii) D’apres Kothe , toute F-algebre simple centrale possede un corps déployant K tel que

K/ F soit une extension finie galoisienne (voir[3, §9, page 64]).

(iii) Du fait que la dimension d’une algeébre ne change pas par extension des scalaires et
compte tenu de 'assertion (3) du théoreme précédent, on déduit que la dimension de
toute algebre simple centrale sur son centre est le carré d’un entier naturel n : cet entier

est appelé degré de A et noté degA.

(iv) Le degré de l'algebre a division D de l'assertion (5) est appelé indice (de Schur) de A
et noté indA.

Théoréme 1.2.2 (Théoréeme du Double Centralisateur) Soient A une F-algebre centrale

simple et B une sous algébre de A. Le centralisateur, C4(B) = {b € B/b.x = x.b Vx € A},

Nafie Jamal



11 Chapitre 1. Rappel sur les algébres centrales simples

de B dans A est une sous algébre simple de A et on a : dimpA = dimpB.dimpCa(B)
et Ca(Ca(B)) = B. En outre, Si Z(B) = F, alors A est canoniquement isomorphe a
B ® Cu(B).

Preuve : Voir ([12, Chapitre 12, §7, Theorem, page 232]). x

Nous utiliserons souvent le théoreme suivant :

Théoréme 1.2.3 (Théoréme de Skolem-Noether) Soient A une F-algébre simple centrale
de dimension finie et B une sous-algébre simple de A. Alors, pour tout homomorphisme de
F-algebres f : B — A, il existe u € A inversible tel que f(y) = uyu™! Vy € B.

En particulier, tout automorphisme de F-algébres de A est un automorphisme intérieur.

Preuve : Voir ([12, Chapitre 12, §6, page 230]). x

1.3 Groupe de Brauer

Nous rappelons la définition d’un groupe introduit par Brauer en 1929. Grace au théoreme
de Wedderburn, on vient de voir que toute F-algebre simple centrale de dimension finie est
isomorphe a une algebre de matrices sur une algebre a division de centre F, celle ci étant
uniquement déterminée a isomorphisme pres. Deux F-algebres simples centrales A et B sont
dites Brauer-équivalentes ou semblables (et on écrit A ~ B) si elles sont F-isomorphes a
des algebres de matrices sur des algebres a division isomorphes ou, de fagon équivalente,
s'il existe deux entiers n et m tels que M, (A) = M, (B). Il est clair que ~ définit une
relation d’équivalence sur les F-algebres simples centrales de dimension finie ; la classe d’une
F-algebre simple centrale A sera notée [A]. Le produit tensoriel (sur F') de deux F-algebres
simples centrales étant une F-algebre simple centrale, I'ensemble des classes d’équivalences
de F-algebres simples centrales muni de la loi induite par le produit tensoriel de F-algebres
est un groupe abélien appelé groupe de Brauer de F' et noté Br(F). L’élément neutre de
Br(F) est [F] et I'inverse de [A] est [A°P] (par 'assertion (2) du théoreme de Wedderburn)
(voir [13, page 290]).

Nafie Jamal
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Exemples :

1. Le groupe de Brauer d'un corps algébriquement clos est trivial.
2. Le groupe de Brauer d’un corps fini est trivial.

3. Br(R) est un groupe cyclique d’ordre 2; son élément non trivial est donné par la classe

de l'algebre des quaternions d’Hamilton (—1, —1)g.

1.4 Algebre conjuguée - Norme d’une algebre

Soit F'/Fy une extension quadratique séparable avec Gal(F/Fy) = {1,0}.

Définition 1.4.1 Soit A une F-algébre. L’algébre conjuguée de A notée A, est A en tant

qu’anneau, mais Uaction de F sur A est : % a = o(f)a.

Proposition 1.4.2 Si A et B sont deuz F'-algébres simples centrales, alors :

1. A est une F-algébre simple centrale.

2. Ap B=AQ®rB

3. M,(A) = M,(A)

4. L’application v : Br(F) — Br(F) est un homomorphisme de groupes.
[A] — [4]

Considérons I'application S: A@p A — A®r A
aRbr—b®a
Pour tout a,b € A et pour tout A € F' :
S(A(a®b)) =S(c(Na®b) =b@c(Na=0c(N\)(b®a)=0c(N)S(a®b), donc S est

o- semilinéaire, en plus S est un automorphisme de Fj-algebres.

Définition 1.4.3 On appelle norme (transfert, ou corestriction) de la F-algébre A, notée
Np/p,(A), la sous Fy-algebre de A®p A formée des éléments invariants par S.

Autrement dit : Npjg,(A) = corp/p,(A) = {z € A®r A/S(z) = z}.

Nafie Jamal



13 Chapitre 1. Rappel sur les algébres centrales simples

Lemme 1.4.4 @ F®Fo NF/FO(A) —>Z®FA
AR x — Az

est un 1soomomorphisme canonique de Fy-algebres.

Corollaire 1.4.5 Si A est une F-algébre centrale simple alors Np/p,(A) est une Fy-algebre

centrale simple et deg(Npr,(A)) = (deg(A))Q.
Proposition 1.4.6 1. Si A et B sont des F-algebres centrales simples alors
NF/FO(A ®F B) = NF/FO<A) QF, NF/FO(B)'

2. Si A est une Fy-algébre centrale simple alors Np/p (A ®p, F) ~ AQ@pg, A.

3. Np/p, : Br(F) — Br(F}) est un homomorphisme de groupes.
[A] — [Nryr, (A)]

Preuve : Voir ([14, proposition 3.8, page 23 |).

Nafie Jamal



CHAPITRE 2

Involution d’une algebre centrale

simple

2.1 Involutions et formes bilinéaires
Définition 2.1.1 Soit A un anneau unitaire non nécessairement commutatif.
Une involution sur A est une application o : A — A vérifiant :
1. o(x +y) =o(x) + o(y) pour tout z,y € A.
2. o(zy) = o(y)o(z) pour tout z,y € A.
3. CT2 = ]dA
En conséquence, o est une involution sur A si et seulement si ¢ est un isomorphisme d’ordre
deux de A dans A°P.

Une involution sur une F-algebre centrale simple A, est une involution sur 'anneau A.

Le couple (A, o) est appelé algebre a involution.

Exemples : Soit K un corps.

1. t: M,(K) — M,(K) est une involution sur M, (K') appelée transposition.

(aij) — (aji)

14



15 Chapitre 2. Involution d’une algebre centrale simple

2. Si U est un élément inversible de M, (K) tel que U' = U, alors
o: M(K) — M,(K)
M +— UM'U!
est une involution sur M, (K).

3. L’application :

est une involution sur My (K).

4. Si (A,0) est un anneau a involution, alors (ay;) — (o(a;))" est une involution sur

M, (A).

Définition 2.1.2 Soient (A, o) et (A’,0') deux algébres a involutions.
On dit que f: (A,0) — (A',0’) est un homomorphisme d’algébres a involution si

f:A— A est un homomorphisme de F-algébres vérifiant o' o f = foo.

Proposition 2.1.3 Si (A, o) est une F-algébre centrale simple d involution, alors o(F) = F.

Preuve : soit z € F, pour tout y € A on a
o(x)y =o(x)o(z) =o(zx) = o(xz) = o(2)o(z) = yo(x)
donc o(z) € F et o(F) C F. Réciproquement, F = o (c(F)) C o(F). Par suite o(F) = F. g
Soit (A, o) une F-algebre centrale simple & involution. Si on pose
Fy =inv(o) = {z € F/o(x) = z}, alors Fj est un sous corps de F' appelé le corps d’invariants

de o et on dit que o une F/Fy-involution. La restriction de o & F' est un Fy- automorphisme

de F' égal a I'identité ou d’ordre 2. Autrement dit, 'une des conditons suivantes est satisfaite :
(i) Fo = F (o est F-linéaire), dans ce cas o est dite une involution de premiere espece.

(ii) F/Fy est une extension quadratique séparable et Gal(F/Fy) = {1,0/F}, dans ce cas

o est dite une involution de deuxieme espece.

Exemples :

1. L’involution transposition est de premieére espece sur A = M, (K).

Nafie Jamal
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2. L’involution ¢ définie sur A = (a,b)r) par : o(w + xi + yj + zk) = w — xi —yj — 2k

est une involution de premiere espece sur A, appelée conjugaison.
3. Pour A = M, (C), I'involution o : M +— M’ est de deuxieme espece.

4. Si o est une involution de premiere espece sur A et si K est une extension de F', alors

o se prolonge en une involution de premiere espece o = 0 ® Idyk sur Ay = A®p K.

Définition 2.1.4 Soient V et W deux espaces vectoriels sur un corps F, V* et W* leurs
espaces duals. Pour toute application F-linéaire f .V — W, on définit la transposée de f
notée f' par : f':W* — V*

gr—yo/f

Définition 2.1.5 Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps F. Une forme
bilinéaire b : V x V. — F' est dite non singuliere si ’application
bV o—
o ba) sy bay)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Pour chaque forme bilinéaire non singuliere b sur V', désignons par o3, 'application :
Endp(V) — Endp(V).
fr— blo ft ob
op est un anti-automorphisme F-linéaire appelé anti-automorphisme adjoint de b.
Dans la suite, Antp(Endp(V)) désignera I’ensemble des anti-automorphismes F-linéaires de

Endp(V') et par Bil°(V) 'ensemble des formes bilinéaires non singulieres définies sur V.

Théoreme 2.1.6 L’application qui a chaque forme bilinéaire non singuliére b associe son

anti-automorphisme adjoint oy, induit une correspondance bijective de Bil°(V)/F* dans

Preuve : Soit ¢ : Bil°(V)/F* — Antp(Endp(V)).
br— oy

On a pour b, b € Bil°(V), b=1U < Ja € F* tel que ¥/ = ab. Or, gu, = o donc oy, = oy,
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17 Chapitre 2. Involution d’une algebre centrale simple

par suite ¢ est bien définie.

Soient b, b’ € Bil°(V) telles que o}, = oy, montrons que b = b

On pose = b/ 0 b~", alors § € GI(V) et V' (x,y) = b(A(x),y) Yo,y € V. Donc

oy(f) =0 ooy (f) ot pour tout f € Endp(V) de sorte que o, = int(6) o o Or o, = oy,
alors @ € F* et par suite ' = b, dots b = 1.

Pour prouver que ¢ est surjective, fixons b € Bil°(V) et soit o' € Antp(Endg(V)). Du fait
que oy, 0 0’71 est un F-automorphisme de Endp(V), le Théoréme de Skolem-Noether assure
Pexistence de u € GI(V) tel que o, 0 0'~! = int(u). Posons V/(z,y) = b(u(z),y), puisque
V(o (), y) =¥ (u o) (u()).y) = b(on(F) (u(x)), ) = b(u(x), (y)) =V (z, f ).

On en déduit alors que ¢’ = gy. D’ou ¢ est bijective. 1

Corollaire 2.1.7 Les involutions de premiére espéce de Endp(V) sont en correspondance
bijective avec les formes bilinéaires non singulieres symétriques ou anti-symétriques définies

sur V' a un scalaire non nul pres.

Preuve : Soit b une forme bilinéaire non singuliere sur V. Si b est symétrique ou anti-
symétrique alors b(x,y) = eb(y, z) Vz,y € V avec ¢ = 1.

Pour tout z,y € V et pour tout f € Endg(V) on a :

b(o2()(@),y) = b(w, ()W) = b(ou(f) (), ) = eb(y, F(x)) = £2b(f(2),y) = b(F(x).y).
D’oit 0 = Id, par suite o}, est une involution de premiere espece de Endp(V).
Inversement, si o est une involution de premiére espece de Endp(V'), alors d’apres le théoreme
précédent, il existe une forme bilinéaire non singuliere b sur V telle que ¢ = 03. Posons
V(x,y) =bly,z). On a 0 = 0, = 0, or 0 = 0y, est une involution alors 0 = Id et o, = oy,

par suite b = eb’ ot € € F* et €2 = 1. D’ou b est symétrique ou anti-symétrique. 1

2.2 Types d’involutions sur une algebre centrale simple

Considérons une F-algebre centrale simple A de degré n ayant une involution o de premiere
espece. Pour toute extension K de F, o se prolonge en une involution de premiere espece

ox = 0 ® Idg sur la K-algebre centrale simple Ax = A®p K. En particulier, si K neutralise
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A, alors Ax = Endg (V) pour un certain K-espace vectoriel de dimension n = deg(A), par
suite ok est 'anti-automorphisme adjoint d’une forme bilinéaire non singuliere b sur V' qui

est symétrique ou anti-symétrique.

Définition 2.2.1 L’involution o est dite de type +1 ou orthogonale (resp de type -1 ou
symplectique) si o est 'anti-automorphisme adjoint d’une forme bilinéaire symétrique (resp
anti-symétrique).

Pour montrer que cette définition ne dépend pas du choix du corps neutralisant, on va donner

une caractérisation des involutions orthogonales et symplectiques.

Proposition 2.2.2 Soit A une F-algébre centrale simple de degré n et o une involution de
A. Posons (A,0)y ={a € Ajo(a) =a} et (A,0)- ={a € Afo(a) = —a}.

1. Si o est une involution de premicre espéce qui est orthogonale, alors :

1 -1

dimp(A, o)y — @ et dimp(A, o) — %

2. Si o est une involution de premiere espéce qui est symplectique, alors :
-1 1

dimp(A, o)y — % et dimp(A, o) — @

Dans ce cas n est nécessairement pair.

3. Si o est une involution de deuxieme espece du corps d’invariants Fy, alors :

dimp, (A, o), = dimp,(A,0)_ = n’

Preuve : On suppose que o est de premiere espece, on peut prendre

A = M,(F) = Endp(F™), donc o est une involution adjointe d’une forme bilinéaire non
singuliere b sur F™. Désignons par u € GL,(F) la matrice de b, b(z,y) = r'uy,Vr,y € F",
en plus u' = —u si b est anti-symétrique (o symplectique). Pour n impair, toute matrice anti-
symétrique de M, (F) est singuliere, il est donc nécessaire que n soit pair, pour l'existence
d’'une involution symplectique. b(o(f)(z),y) = b(z, f(y)) Vz,y € F",Vf € M,(F). Donc
o(f) = u™! flu, on en déduit alors que : (A,0)y = u (M, (F),t)y si o est orthogonale et
(A,0)y =u Y (M,(F),t)_ si o est symplectique. Compte tenu du fait que

A= (A0),®(A o), dimp(My(F),t); = " ot dimp(M,(F),t)_ = "1 on en déduit

2 2
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1et 2).

Si o est une involution de deuxieme espece du corps d’invariants Fp, alors il existe

a € F tel que o(a) —a #0, donc z =o0(a) —a € F et 0(z) = —z. Ainsi,

(A,o). = 2(A,0)_ et (A,0)_ = z(A,0),. En conséquence, dimp,(A, o), = dimpg,(A,0)_
et A= (A,0); @ (A, o)_. Par suite,

2dimp, (A, 0); = 2dimp,(A,0)_ = dimp, A = dimpA.dimp, F = 2n?. |

Proposition 2.2.3 (Ay,01), ..., (A,, 0,) sont des F-algébres centrales simples a involutions.

Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. 8i V1<i<mn o; estune F/Fy-involution, alors o1 @ ........ ® o, est une F/Fy-
mvolution de Ay Qp ........ RF A,,.
2.5 V1<1i<n o estune involution de premiére espéce et de type ¢; = +1, alors
01 ® o ® o, est une involution de premiére espéce et de type e = []&;.
i=1
Preuve : Par récurrence sur n (Voir [11, proposition 2.3, page 14]). x

Remarque : Soit ¢ une involution de premiere espece d'une F-algebre centrale simple A,
posons o, = int(a) o o pour a € U(A).
1. Sia€ (A, o)y, alors les involutions o et o, sont de méme type.

2. Sia € (A, o)_, alors les involutions o et o, sont de types différents.

Exemples : Soit un corps F.

1.
o A:MQ(F) — MQ(F)
a b d b
—
c d —c a

On a dimp(A,o)y =1= @ donc o est symplectique.

2. Soient Q = (a,b)p et o(w+ xi 4+ yj + zk) = w — xi — yj — zk.

On sait que o est une involution de premiere espece sur () et degQ) = 2, d’autre part

(Q,0)+ = F. Ainsi dimp(Q,0); =1 = 2(22_1), en conséquence, o est symplectique . Si

o’ désigne une autre involution de premiere espece sur @), Ju € U(A) tel que
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o' =int(u) oo = g, et o(u) = tu. D’apres la remarque précédente Si o’ est symplec-
tique alors o(u) = u, donc u € (Q,0); = F, par suite 0/ = 0. Si ¢’ est orthogonale,

alors o(u) = —u, donc u est un quaternion pur. En conclusion :

(i) Toute algebre de quaternions a une unique involution symplectique qui est I'in-
volution standard o.
(ii) Toute involution orthogonale sur une algebre de quaternions est de la forme

int(u) o o avec u un quaternion pur inversible.

3. L’involution transposition ¢ : M,,(F) — M,,(F') est orthogonale,
car dimp(M,(F),t). = @

Théoréme 2.2.4 (Albert) Soit o une F/Fy- involution sur une algébre de quaternions Q.

Alors il existe une unique Fy-algébre centrale simple Qo C Q telle que :
Q=Q®r F et c =9«
avec o Uinvolution canonique de Qg et o = o/ F le Fy-automorphisme non trivial de F, de

plus Qqy est deteminée d’une facon unique.

Preuve : Voir [13, chapitre 8. §11. Théoreme 11.2]. x

Théoreme 2.2.5 (Théoréme 90 de Hilbert) Soient E/K une extension cyclique ( finie,
galoisienne, et de groupe de Galois cyclique) de corps et b un élément de E. Les conditions

suivantes sont équivalentes :

1. Ng/k(b) =1
2. il existe a € E* tel que b= a(a)™! , ou ¢ désigne un générateur du groupe de Galois
de E/K.
Preuve : Voir ([13, Lemma 6.6, page 260)). n

Théoréme 2.2.6 Soient A une F-algébre centrale simple et o une F'/Fy-involution de A,
alors les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. Si X € F satisfait \a(X\) =1 et si a € U(A) tel que a = \o(a), alors o, = int(a) oo

est une F'/Fy-involution de A.
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2. Inversement, si T une F/Fy-involution arbitraire de A, alors il existe a € U(A) vérifiant

a=c¢co(a), e € F eteo(e) =1 tel que T = 0,.

3. Dans le cas d’une involution de premiéere espéce, a est unique a un scalaire prés o € F*.

Dans le cas d’une involution de deuxiéme espéce, T = 0, avec a = o(a).

4. St o, et o, sont deux F/Fy-involutions de A, alors (A, 0,) ~ (A, 0p) si et seulement si

dee U(A), Ja € F tels que b = acao(c).

ou U(A) désigne I'ensemble des éléments inversiblrs de A.

Preuve :

1. Tl est clair que o, est une involution de A, montrons que inv(o) = inv(o,).

1 1

Soit x € F,ona:z € inv(o) <= o(x) = v <= 0,(z) = ac(x)a™" = axa™' = z, donc

inv(o) = inv(o,), par suite o, est une F'/Fy-involution.

2. Soit 7 une F'/Fy-involution quelconque de A. On a 7 o ¢ est un Fy-automorphisme
de A, donc Ja € U(A) tel que 7 o 0 = int(a), dotv 7 = int(a) o 0 = 0,. Donc
72 =int(ac(a)™t) = Id, ainsi ac(a)™ =c € F,

d’ott a = eo(a) = eo(eo(a)) = eo(e)a = eo(e) = 1.

3. Si o est de premiere espece et si T = 0,, a € U(A) vérifie o(a) = +a, supposons qu’il
existe b € U(A) tel que 7 = oy, il en résulte que a = Bb avec 3 € F et on a o(b) = +b.
Dans le cas ou o est de deuxieme espece, par le théoreme 90 de Hilbert, on peut choisir
a € F* tel que ac(a™') = ¢ et en remplagant a par ' = a~'a nous obtenons

T =0, =0y tel que o(a') = d'.

4. (A, 0,) ~ (A, 0p) si et seulement si il existe un automorphisme de A tel que
opo f = foa, donc dc € U(A) tel que f = int(c).

On en déduit que ac™'b~to71(c) = a € F. .

Le but des deux sections suivantes est de caractériser ’existence d’une involution sur une

algebre centrale simple.
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2.3 Existence d’involutions de premiere espéece
Soit A une F-algebre centrale simple. Considérons 'application F-linéaire
Sand: A®rA — Endp(A)
a®b —— axdb

Lemme 2.3.1 Sand est un isomorphisme de F'-espaces vectoriels
Sand = 1) o p avec ¥ et ¢ sont deux isomorphismes de F-espaces vectoriels définis par :

Qﬂl A@FA e A@FAOP

a®b — a®b®
p: A®p AP — Endr(A)

a®@b? — Pla®@b?P):x+— axb

( ¢ est I'isomorphisme de l'assertion (2) du théoreme de Wedderburn) a

Soient A une F-algebre centrale simple et K un corps déployant de A. Alors il existe
¢: A®p K — M,(K) un isomorphisme de K-algebres.

Pour tout a € A, le polynome

Prda(a) :=det(X1I, —p(a®1)) = X" — 5 X" 1+ 5, X" 2+ ...+ (=1)"s, € F[X]

ne dépend pas du choix de ¢, car si ¢’ : A®p K — M, (K) est un isomorphisme de K-

algebres, alors d’apres le théoreme de Skolem-Noether, p(a®1) et ¢’'(a®1) sont des matrices

semblables et ont donc méme polyndme caractéristique. On montre en plus que Prda(a) ne

dépend pas du choix du corps neutralisant K.

Définition 2.3.2 1. Prda(a) est appelé polynome caractéristique réduit de a.
2. Trd(a) = sy =tr(p(a®1)) est appelée la trace réduite de a.
3. Nrda(a) = s, = det(p(a ® 1)) est appelée la norme réduite de a.

Remarque : La composée de la trace réduite Trdy : A — F et 'inclusion F' — A permet

de voir T'rd, comme un élément de Endp(A).
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Définition 2.3.3 L’unique élément g € A®p A tel que Sand(g) = T'rd 4 est appelé élément
de Goldman de A ®p A.

Proposition 2.3.4 L’élément de Goldman g € A @ A vérifie les propriétés suivantes :
1. =1
2. g(a®b)=(b®a).g Va,be A

3. Si A= Endp(V), alors sous l'identification canonique A @p A = Endp(V @ V),
g est défini par : g(v1 @ vy) = v @ vy Y1, vy € V.

Preuve : Montrons (3). Pour cela, on va utiliser I'isomorphisme canonique

Endp(V) = V@pV*. Soient (e;)1<;<, une base de V' et (€})1<i<, sa base duale. Soit 1’élément

9= (e;®e))®(e;®e) € ARy A
12

On aVf € Endr(V) : sand(g)(f) = >, ; (e;@e€f)ofole;@er) = D i e (flej) (e @ e;).
Or, Y jei®@e; = Idy et Y ei(f(e;) = tr(f), donc sand(g)(f) = tr(f), par suite g est
I’élément de Goldman de A ®p A. Par ailleurs Vv, vy € V -

g @ v2) = X2, (e @ €5) (1) @ (e @ ) (v2) = ( Ly enei (1)) @ (3, e5.5(0)) = 2 @ v,
Ainsi, la démonstration de (3) est complete, et toujours sous la condition A = Endg(V)

on a: g(g(vl ® w)) = g(vy ® v1) = v1 ® vy, d’ou (1). D’autre part Va,b € A, Vv, ve € V :
[go(a®b)](v1®vs) = 9<@(Ul)®b(v2)> = b(v2)®a(v1) = (b®a)(v2@v1) = [(b®a)og](vi®vs). En
conséquence, on a (2). Si A est quelconque, alors pour un corps K neutralisant A, I’élément

de Goldman de A ®p A est celui de Ax @k Ax. On applique ce qui précede pour conclure. g

Soit A une F-algebre centrale simple. Chaque anti-automorphisme F-linéaire o sur A iduit

une structure de A @ A-modules a droite sur A définie par : z.(a ® b) = o(a)xb.

Lemme 2.3.5 Soit A une F-algébre centrale simple et o une involution de premiére espeéce

de A. L’application ¢ : AQr A — A est un homomorphisme de A Q@ A-modules a droite
a®br— o(a)b

etona: (AQr )@, =ArA=1,®(1®rA), ou I, = Kery.
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Preuve :

Six € Aalors Jy € A tel que o(y) = z, ainsi o' (y ® 1) = x. Par suite ¢’ est surjective et que
dimpl, = dimp(A ®@p A) — dimpA. Or, 0/(a®1) = o(a) et (1 ®a) = a, Ya € A, alors
(Arp)Nl, =1, N(1®pA)={0}. Dot (A®pl)® I, =ARr A=1,® (1®Fr A). '

Lemme 2.3.6 Si A = Endp(V) et o une involution de premiére espéce sur A associée
abe Bil°(V), alors I, = {f € Endp(V @r V)/bo f = 0}. De plus, si g est I'élément de
Goldman de AQr A alors 1 —g € 1, si b est symétrique et 14+g € I, si b est anti-symétrique.

Preuve : On peut Voir b comme étant 'application linéaire b : V ®p V — F.
Identifions A ®pr A & Endp(V @ V).
Ona:Vf=fi® fo € Endp(V®pV)=FEndp(V)®r Endp(V), Vz,y €V :
bo (1dv @ 0'(f)) (@@ y) = b(z.0(f1) © faly)) = b( (), foly)) = bo flw @ y). Len résulte
que bo f =bo (Idv ®0'(f)). Ainsi bo f =0 <= o¢'(f) = 0. D’autre part, si g est I’élément,
de Goldman de A ®pr A on a :

(i) 1—g € Kero' <= b= bo g <= b symétrique

(ii) 14+ g € Kero' <= b= —bo g <= b anti-symétrique. x

Théoreme 2.3.7 Soit A une F-algébre centrale simple, et g € AQrA l’élément de Goldman.
L’application o — I, définit une correspondance bijective entre les involutions de premiere
espece sur A et les idéaux a droite I C A ®p A vérifiant :

1. (A@rl)® I =ARrA=1® (1®r A).

2.1+qgel.

Par cette correspondance, une involution o est de type orthogonale (resp symplectique) si

et seulement si 'idéal correspondant I, contient 1 — g (resp 1+ g).

Remarquons que si I C A ®p A vérifie (2), alors chacune des deux égalités de (1) implique
lautre, en effet : Va € A, (1 £ g)(a ® 1)g € I. Or, d’apres la proposition 2.3.4 on a :
gla®1)g =1® a. En conséquence, (1 £g)la®1l)g=(a®1)g+(l1®a) € I.

Ainsi, il vient que si I contient a ® 1 alors il contient 1 ® a, et réciproquement.

Preuve du théoreme 2.3.7 ( voir [6, Theorem 3.8, page 34| ) :
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D’apres le lemme 2.3.5 et le lemme 2.3.6, Kero’ vérifie (i) et (ii), donc 'application o —— I,
est bien définie. Pour montrer qu’elle est bijective on va définir son application inverse.

Supposons [ un idéal a droite de A® g A vérifiant (1) et (2). Il s’ensuit de AQpA = IG(1QrA)
que VYa € A,Jlos(a) € Atga®1—1® or(a) € I Montrons que oy est une involution de

premiere espece sur A. Soient a,b € A :

(i) Ontirede a®1—-1®or(a)eletb®1—-1®07(b) €1 :

(a+b)@1—1® (o(a) +or(b)) € 1
(a+b)®@1—1®o0oi(a+b) €T

La soustraction des deux éléments donne 1 ® (o7(a + b) — o;(a) — o/(b)) € I. Or, on

sait que I N1 ®p A = {0}, ainsi o7(a + b) = o/(a) + o7(b).

(i) Ona (a®1l—-1®0/(a)(b®1)el; (b®1—1®0(b)(l®os(a)) € I. L’addition
des deux relations donne ab ® 1 — 1 ® (o7(b)o;(a)) € I.

Par conséquent : o7(ab) = o;(b)os(a).

(i) On sait que 1 £ ¢ € I, ainsi Yu € I,(1 £ g).u —u € I. Alors Yu € I,gu € I.
Il en résulte que Va € A,g(a®1—-1®o04(a))g = 1®a—o/(a) @1 € 1. dou
oi(@)®1l—1®a€l; oi(a)®1—1®0(0r(a)) € I. Ce qui entraine que o7(a) = a.

(iv) Sia € F,alors a®1-1Q0/(a) = 1@ a—1®0(a) =1® (a—o(a)) € IN(1QF A).
Donc or(a) = a. Par ailleurs o est bijective d’apres sa construction. Finalement, o

est une involution de premiere espece sur A.

Soitu=> . 2;,®y € A®p AN Kerc;. Ainsi ). o7(z;)y; =0, et

u = Z (iUz Ry —1® UI(Iz’)yi) = Z (xz ®1-1® UI(Ii)).(l ® ;)

Mais les éléments x; ® 1 — 1 ® o7 (x;) sont dans I'idéal a droite I de A®p A, donc Kero) C I.
Or, il résulte de I @ (1 ®@p A) = Kero; @ (1 ®p A) que Kero) et I ont méme dimension.
D'ou : Kero} = I. Inversement, si ¢ est une involution de premiere espece sur A, alors :
Va e A, a®1—-1®o0(a) € Kero'. Il s’ensuit : okerer = 0. Par conséquent, les deux

applications 0 — Kero' et I — o sont I'inverse I'une de I'autre. 1
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Proposition 2.3.8 Si A est une F-algébre centrale simple munie d’une
mvolution o de premiere espece, alors l'application :
o.: A®p A — Endp(A)
a®b — o, (a®b):zr+— o(a)xb

est un 1somorphisme de F-algebres.

Preuve : Il est facile de vérifier que o, est un homomorphisme de F-algebres. Comme AR p A
est simple il en résulte que o, est injective. La surjectivité est assurée par le fait que A @p A

et Endp(A) ont méme dimension. .

On déduit de la proposition précédente que si A admet une involution de premiere espece,

alors A ®p A est déployée.

Théoreme 2.3.9 Soit A une F-algébre centrale simple. A admet une involution de premiére

espece si et seulement si A @p A est déployée.

Preuve : Voir ([6, Theorem 3.1, page 31])

2.4 Existence d’involutions de deuxieme espece

Lemme 2.4.1 Soient A une F-algébre centrale simple et o une F'/Fy-involution de deuzieme
espece de A. Alors Uapplication
0. Npr(A) — Endg ((A,0)4)
a®b — o, (a®b):z+— axo(b)

est un wsomorphisme de Fy-algebres.
Preuve : Considérons ’application

0: A A — Endp(A)

a®b — 0., (a®b):z+— axo(b)

On vérifie aisément que ¢ est un homomorphisme de F-algebres. Comme A ®p A est une
F-algebre simple alors ¢ est injective, or dimp(A ®p A) = dimpEndp(A) donc ¢ est un
isomorphisme de F-algebres. Si u € Np/g,(A), clest- a-diteu =a®b=b®a € A®p A,
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alors pour tout € A on a :

p(u)(o(2)) = @@ b)(o(x)) = (b ® a)(o(x)) = bo(z)o(a) = o(aza(a)) = o(p(u)(@)).

En particulier, si z € (4, 0); alors p(u)(z) = o(p(u)(z)) . Cest-a-dire,

o(u)((A,0)+) C (A, o)1 En conséquence, o, = ¢/Npr,(A) : Npjr,(A) — Endg, (A, o))
est un homomorphisme injectif de Fj-algebres.

D’autre part dimpg, Endg, ((A,0)+) = [dimg, (A, 0)4]* = (degA)* = dimp, Np/r,(A), ainsi o,

est un isomorphisme de Fy-algebres. x

L’application :
o't Npp(A) — (Ao0);
u — ou(u)(1)
est un homomorphisme surjectif de Np g, (A)-modules a gauche ot I'action de Np/p,(A) sur
(A, o)y est définie par : z.u = o.(u)(z). Il suit alors que Kero’ est un idéal a gauche de
Np/ry(A) tel que dimpg,(Kero') = n* —n? ot n = deg(A). Par extension des scalaires a F et

compte tenu du fait que Np/p (4)r = A®p A, o’ induit une application :
o AQpA — A
a®b — ao(b)

en plus (A®p 1) @ Kero, = A®p A= Kerop, @ (1® A).

Théoréme 2.4.2 Soient A une F-algébre centrale simple et F'/ Fy une extension quadratique
séparable. Alors Uapplication o — kerco' définit une correspondance bijective entre les F/ Fy-
involutions de deuxiéme espéce de A et les idéaux a droite I C Npg,(A) tels que

(Ar)@lr=A@rA=Ir® (1@r A).

Preuve : Analogue a celle du théoreme 2.3.7. 1

Théoréme 2.4.3 (Théoréme d’Albert-Riehm-Scharlau) Soient F'/Fy une extension quadra-
tique séparable et A une F-algébre centrale simple. A admet une F'/Fy-involution de deuziéme

espece si et seulement si Npjp (A) est déployée.

Preuve : Voir (|6, Theorem 3.1, page 31]) [
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2.5 Algebres a involution sur un corps de caractéristique

deux

Dans ce chapitre, le corps F est de caractéristique deux.
Soit (A, o) une F-algebre centrale simple a involution de premiere espece. Les définitions de
(A,0); et (A,0)_ sont les mémes que précédemment, mais dans ce cas, on a :
(A,0)4+ = (A,0)_. Notons par Alt(A,o) = {a+ o(a)/a € A} I'espace des éléments alternés
de A. On a: Alt(A,0) C (4,0),.

Proposition 2.5.1 Soit o une involution sur M, (F') de premiére espéce. Alors on a :

1. 0 =0, = Int(u) ot, avec u une matrice inversible de M, (F) vérifiant u* = u.

2. (Mu(F),0); = w.(Ma(F), ),

3. dimp(M,(F),0), = "2

4. Alt(M,(F),0) = u.Alt(M,(F),t) = Alt(M,,(F),t).u"

5. u € Alt(M,(F),0) si et seulement si tous les éléments diagonauz de u sont nuls.
Preuve :

1. La proposition 2.2.6 en caractéristique deux (v’ = +u <= u' = u).
2. facile a vérifier.

3. D’apres 2)

4. 11 suffit de voir que :

v =u(z'v " +ule) = u(ue + (u ).

o(z) +z=uz'v" +2=uru"" +uu”
o(x) +r=ur'u" + 2= (ua' +2u)u" = (ux + (zu))u".
5. Siu=m+m'tel que m € M, (F), alors u;; = 2m;; = 0. Réciproquement, si V1 < i < n,

uz; = 0, alors u = m + m! avec m;; = ui; 811 < j et m;; = 0 si non.

Lemme 2.5.2 Soit u une matrice inversible de M,(F) telle que u' = u.
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1. Siu e Alt(M,(F),t), alors il existe une matrice inversible ¢ de M, (F) telle que

J 0

cuct = avec J =

0 J

2. Siu ¢ Alt(M,(F),t), alors il existe une matrice inversible ¢ de M, (F) telle que cuct

est diagonale.

Preuve : Voir ( [4, Theorem 20]). n

Définition 2.5.3 Soit 0 = o, une involution de premiére espéce sur M, (F).
(1) Siu ¢ Alt(M,(F),t), o est dite orthogonale ou de type 1.

(ii) Siue Alt(M,(F),t), o est dite symplectique ou de type 0.

Proposition 2.5.4 Soit 0 = 0, une involution de premiére espéce sur M, (F'). Alors o est

symplectique si et seulement si : tr(m) =0 Vm € (M,(F),0).
Preuve : On sait que m € (M, (F), o) est équivalent & m = us avec s € (M, (F),t).
Si o est symplectique, alors u = z + 2!, & € M, (F). On a pour tout s € (M, (F),t)4 :
tr(zs) = tr(sz) = tr(s'z) = tr((z's)") = tr(a's)
Il en résulte que tr(us) = tr((z + 2')s) = 2.tr(zs) = 0.
Réciproquement, Soit e; la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf I'intersection de

la i-eme ligne et colonne qui vaut 1. Ainsi, pour tout i on a : tr(u.e;) = u; = 0 (u.e; €

(M, (F),0), car e; est symétrique). .
Proposition 2.5.5 Soient o, une involution de premiére espéce sur M, (F) et
w e (M, (F),0,)+ NGL,(F).

1. Siw e Alt(M,(F),0y), alors int(w) o o, est de type 0.

2. Siw ¢ Alt(M,(F),0,), alors int(w) o o, est de type 1.

Preuve :
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1. Siw € Alt(M,(F),0,) = w.Alt(M,(F),t), alors w = u(x+z") = uz+ux’. Ainsi, int(w)o
Oy = Oy avee (wu)! = wu (car o,(w) = w) et wu = uzru + (uzu)t € Alt(M,(F),t).
Donc par définition int(w) o o, est de type 0.

2. Siw ¢ Alt(M,(F),0,) = u.Alt(M,(F),t) = Alt(M,(F),t).u™", alors wu ¢ Alt(M,(F),t).

En conséquence o, = int(w) o g, est de type 1. i

Soient (A, o) une F-algebre centrale simple a involution o de premiere espece et K un corps
neutralisant pour A, ainsi il existe un isomorphisme ¢ : Ax = A @p K — M,,(K).

On a o, = p ook op ! est une involution de premiere espece sur M, (K),

en outre ¢ : (Ag,0x) — (M, (K),0,) est un isomorphisme d’algebres & involution. On

définit le type de o comme étant le type de o.

Proposition 2.5.6 1. o est orthogonale si Ja € (A, o), tq Trda(a) # 0.
2. o est symplectique siVa € (A o)y on a Trda(a) = 0.
Preuve : On a ¢((A,0); @ K) = (MR(K),0¢)+. SiVa € (A o) on a Trdy(a) =0, alors

soit m € (Mn(K),a¢)+,
tr(m) =tr(p(a®1)) = Trda(a) = 0. Par suite o, est symplectique (prop 8.0.7). n

ainsi m = ¢(a ® 1) avec a € (A, 0);. En conséquence,

Proposition 2.5.7 Soit (A,0) une F-algébre centrale simple a involution o de premiére

espece. Alors on a :

1. dimp(A, o), = M2

2. dimpAlt(A, o) = b

2

Preuve : dimp(A,0)y = dimg (Mn(K>70-4p)+ = dimg (M, (K),t), = "(”2“).

Soit ’endomorphisme F-linéaire Id + 0 : A — A. Le deuxiéme résultat découle de :

Im(Id+ o) = Alt(A,0) et Ker(Id+ o) = (A,0)_. a

Lemme 2.5.8 Soient A une F-algébre centrale simple et o une F'/ Fy-involution de deuzieme

espece sur A. Alors :
1. llexiste 6 € F tqd ¢ Fy et F'=Fy(0) et a(6) =0+ 1 ot o =0/ F.
2. Posons (A,0)s = {z € AJo(z) = Tz} Ona: A= (A 0); B, (4, 0)s.
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Preuve :
1. Soit 6 € F tq 6 ¢ Fy. F/F, étant quadratique, ainsi F' = Fy(/3).
Soit Irr(8, Fy) = X?+aX +b, son autre racine est o(/3), il en résulte que o(3) = B+a
donc o(a™'8) = a7 '8+ 1 (a # 0 car 8 ¢ Fp). Par conséquent, il suffit de prendre
§d=a"1B.
2. Ona:Vr €A z=(6+1)z+d0(x)+d6(z+o0(z)), avec (§+ 1)z + do(z) € (A,0)4 et
6(z+0(x)) € (A,0)s5. On a aussi z € (A,0)4 N (A, 0)s < z = 0. n

Proposition 2.5.9 Si A est une F-algebre centrale simple et o une F/Fy-involution de

deuzieme espéce sur A, alors : dimp, (A, o)L =n?.

Preuve : Conservons les notations du lemme précédent, et soit n = @. On a F/Fy est
une extension galoisienne de groupe de Galois G = {1,0/F}, ainsi :

Np/g,(n) = o(n)n = 0(%) %41 — 1. Donc d’apres le théoreme 90 de Hilbert, il existe 6 € F
tqn = 0a(0)"'. Si o(x) = z alors o(c(f)z) = bz =

lapplication ¢ : (A,0), — (A, 0)s est bien définie et que ¢’est un isomorphisme de

%U(e)w = n.o(0)z. 1l en résulte que

x+— o(0)x

Fy-espaces vectoriels, ainsi : dimg, (A, o), = dimp,(A,0)s et A= (A,0); ® (A, 0)s. n
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CHAPITRE 3

Les invariants d’une algebre centrale

simple a involution

3.1 Indice de Witt d’une algebre centrale simple a in-

volution

Soient (E,b) un espace bilinéaire symétrique régulier et S un sous espace vectoriel de E.
L’orthogonal de S est S+ = {x € E/b(xz,y) = 0 Vy € S}. S est dit totalement isotrope
si S C St. Un sous espace totalement isotrope est dit maximal, s’il n’est pas sous espace
propre d’un sous espace totalement isotrope. On montre que tous les sous espaces totalement

isotropes d’un sous espace quadratique régulier (E,b) ont méme dimension, appelée indice

de Witt de b.

Dans ce chapitre, on va donner un analogue de I'indice de Witt d’un espace quadratique,

pour une algebre centrale simple a involution.

3.1.1 Involutions et formes hermitiennes

Soit A une F-algebre simple centrale. D’apres le théoreme de Wedderburn, il existe une
algebre a division D centrale sur F et un D-espace vectoriel a droite V tel que A = Endp(V)
et D = Enda(V). Soient ¢ : D — D une involution sur D, et ¢ = +1.

Une forme e-hermitienne h sur V relativement & o est une application biadditive
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33 Chapitre 3. Les invariants d’une algebre centrale simple a involution

h:V xV — D vérifiant pour tout z,y € Vet o, € D :

L h(za,yB) = o(a)h(z,y)3

2. h(z,y) =eo(h(y,x))
Si e =1, on dit que h est hermitienne. Dans le cas contraire, elle est dite anti-hermitienne.
Une forme e-hermitienne sur V relativement a o est dite réguliere ou non dégénérée si :
h(z,y) =h(y,x) =0Vy € V= 2 = 0.
L’espace dual V* a une structure naturelle de D-espace vectoriel a gauche. On définit aussi
une structure de D-espace vectoriel a droite sur V* avec 'opération : ¢.a = o(a)¢ tels
que ¢ € V* et a € D. Alors la forme e-hermitienne h induit une aplication D-linéaire :
h:V — V* définie par : ﬁ(:v)(y) = h(x,y) pour tout z,y € V. Si h est réguliere, T est une

bijection.

Proposition 3.1.1 Soit h une forme e-hermitienne réguliére sur V relativement a o. La
correspondance oj, : A — A vérifiant : h(f(m),y) = h(m, Jh(f)(y)> Ve,yeV, Vfe A

est une involution sur A appelée involution adjointe de h.

Preuve : La démonstration se fait de fagon analogue a celle de du théoreme 2.1.6. 1

Remarque : On a o,(a) = o(a) si a € F, donc g, et o sont de méme espece.

Théoreme 3.1.2 1. Siv o est de premiere espece, alors 'application h — o}, définit une
correspondance bijective entre les formes e-hermitiennes régulieres sur V relativement

a o a un scalaire non nul pres, et les involutions de premiére espéce sur A = Endp(V).

2. Si o est une F/Fy-involution de deuxieme espéce sur D, alors h —— oy, définit une
correspondance bijective entre les formes hermitiennes réquliéres sur V relativement

a o a un scalaire non nul prés de Fy et les F'/Fy-involutions de deuziéme espéce sur

Preuve :
D’apres la proposition précédente, 'application h —— oy, est bien définie.

Si oy, = oy, alors int(g) = Id avec g = h~1o I 1l s’ensuit que g € F* et h/ = gh.

Si o est une F'/Fy-involution de deuxiéme espece et h,h’ sont hermitiennes, alors 1’égalité
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h' = gh entraine que o(g) = g, c-a-d g € Fy.
D’ot I'injectivité de la correspondance h — o, dans les deux cas 1) et 2).

Montrons maintenant que h — oy, est surjective.

1. Supposons que o est de premiere espece, et soient 7 une involution de premiere espece

sur A et (e;)1<i<m une base de V. Désignons par h l'application définie sur V' x V par :

h(z,y) = Za(ai)ﬁi avec T = Zeiai et y= Zeiﬂi

A % %
Il est facile de vérifier que h est une forme hermitienne. Il résulte alors du fait que o est
de premiére espece, que o, est de premiere espece sur A. Ainsi, il existe u € U(A) telle
que v = int(u) o oy, et op,(u) = £u. Posons W' (z,y) = h(z,u'.y). On vérifie aisément

que /' est une forme e-hermitienne sur V. Par ailleurs, Yz, y € V Vf € A
W (@.00()y) = W (F@)y) = h(F(@),u ")
h(x,ah(f) ° u—l.y>
h(x, ut o f).y)
=N (x,v(f)-y)

Par conséquent, o, = 7.

2. Supposons que o est une F'/Fy-involution de deuxieéme espeéce et soit v une F/Fy-
involution de deuxiéme espece sur A. On fait le méme raisonnement que 1), seulement

on aura dans ce cas, o,(u) = u, ce qui entraine que A’ est hermitienne. .

Soient D une algebre a division centrale sur F et 6 une involution sur D. Soit V' un D-espace

vetoriel & droite de dimension finie. On définit un D-espace vetoriel & gauche V par :
V=LvweV};v+'w="(v+w); alv="vb(a))

pour v,w € V et a € D. On peut alors considérer le produit tensoriel V ®@p °V comme un

F-espace vectoriel de dimension finie qui est égale & (dimpV)*dimpD.

Soit h : V XV — D une forme e-hermitienne non singuliere sur V' relativement a 6. Notons

par ¢y, I'application F-linéaire : ¢y, : V ®p 'V — Endp(V)

v ® 9w — (v @ W) 1z — v.h(w, T)
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Théoreme 3.1.3 L’application ¢y, est bijective. Si o, est linvolution adjointe a h sur

Endp(V), alors pour tout v,w € V : a4 (pn(v @ “w)) = epp(w @ %v). De plus :
1. Trdgng,v) (gph(v ® ew)) =Trdp (h(w, v))
2. Yy, v, wi,we €V, (01 ® Ywy) 0 1 (v2 @ Pws) = i (v1h(wr, v2) ® Pws).

Preuve : Voir (|6, Theorem 5.1, page 54]) [

Conclusion : Si on munit V ®p ’V du produit : (v; ® %w;) o (v2 @ Yws) = vih(wy, ve) @ Ywsy
et de l'involution ¢ définie pour tout v,w € V par : o(v ® ‘w) = cw ® v, alors on a

I'identification suivante dite standard :
on: (Vep QV, o) 2 (Endp(V),on) (3.1)

Notamment, si D = F et de plus § = Idp, alors °V = V. En conséquence, 'identification
standard associée a une forme bilinéaire non singuliere symétrique ou anti-symétrique b sur
Vst op: (V@pV,0) — (Endp(V), 0p), avec op(v @ w)(z) = vb(w,z) et c(v@w) = w v

si b est symétrique et (v ® w) = —w @ v si b est anti-symétrique.

3.1.2 Idéaux d’une algebre centrale simple

Soient A une F-algebre simple centrale et M un A-module. La dimension réduite (ou rang)

de M est par définition :

D’apres le théoreme de Wedderburn, il existe une algebre a division D centrale sur F et
un D-espace vectoriel a droite V tel que A = Endp(V) et D = Ends(V). Soit S C V un
sous espace de V. La composition d'une application linéaire f € Homp(V, S) avec 'inclusion
S — V nous permet d’identifier Homp(V,S) a un sous espace de A = Endp(V) :
Homp(V,S) ={f € Endp(V)/Imf C S}.
Cet espace est clairement un idéal a droite de A de rang :
rangHomp(V, S) = dimpS.degD = dimpS.indA.
Similairement, la composition d'une application linéaire f € Homp(V/S,V) avec 'ap-

plication canonique V' — V/S permet d’identifier Homp(V/S,V) & un sous espace de
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A = Endp(V) : Homp(V/S, V) = {f € Endp(V)/Kerf O S}. Cet espace est un idéal a
gauche de A du rang : rangHomp(V/S, V) = dimp(V/S).degD = degA — indA.dimpS.

Proposition 3.1.4 L’application S —— Homp(V,S) définit une correspondance bijective
entre les sous espaces de dimension m de V et les idéaux a droite de A = Endp(V) de
rang : m.indA. Similairement, l'application S —— Homp(V/S, V') définit une correspondance
bijective entre les sous espaces de dimension m de V et les idéauz a gauche de A = Endp(V)

de rang : degA-m.indA.

Preuve : Voir ([6, proposition 1.12, page 7]). a

3.1.3 Indice de Witt d’une algebre centrale simple a involution

Soit A = Endp (V') une F-algebre simple centrale avec D une algebre a division centrale sur
F et V un D-espace vectoriel a droite de dimension finie. Soient ¢ : D — D une involution
sur D et h une forme hermitienne réguliere sur V relativement a o adjointe d’une involution

op,. Soit T un idéal a droite de A. 11 existe alors un sous espace S de V tel que I = Homp (V] S).

Lemme 3.1.5 On a : Homp(V,S) ® Homp(V,S+) = A = Endp(V)
avec St ={x € V/h(x,y) = h(y,z) =0,Vy € S}.

Preuve : Voir [10]. n

Lemme 3.1.6 Homp(V,S4) ={z € AJon(f)x =0Vf eI}

Preuve : Soit g € Homp(V, S+), donc Vf € I = Homp(V,S) ,Vz,y € V

ona: h(f(:v),g(y)) =0= h(x,ah(f).g(y)) car g(y) € St et f(z) € S. Or h est hermitienne,
alors h(on(f).9(y),z) = 0Vz € V et du fait que h est réguliere, on conclut que :

on(f).g =0Vf € I. Réciproquement, soit ¢’ € {x € Aoy (f)x =0 Vf € I}, et soit f €1
tel que f(V) = S. Ainsi Va,y € V h(z,on(f).g'(y)) = 0 = h(f(x),9'(y)) = h(d'(v), [(2)).
Or, f(V)=S, donc Vy € V, ¢'(y) € S*, c-a-d, ¢’ € Homp(V, S+). n

Définition 3.1.7 1. Le sous espace Homp(V, S*) est appelé orthogonal de I = Homp(V, S)

relativement a oy, et on écrit [+ = Homp(V, S4).
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2. I est dit totalement isotrope si I C I+,

3. Supposons I totalement isotrope. I est dit maximal s’il n’est pas strictement inclu dans

un tdéal totalement isotrope.

Remarque : S est totalement isotrope dans ’espace hermitien (V,h) si et seulement si I est
totalement isotrope dans l'algebre & involution (A, oy,).

Autrement dit : S C St <= I C It < o,(f).g=0Vf, g€ I.

Lemme 3.1.8 Soient I et J deux idéauz o droite de (A,o01). On a :
nNicJ=JtcI*t 2)(I+J)t=1tnJ+

3) rangl + rangl*+ = degA 4H(INnI)yt=1++Jt

5)1 C J=>rangl <rangJ  6)rang(I + J)=rangl + rangJ —rang(I NJ)

Preuve : Voir [10]. n

Lemme 3.1.9 Soient I et J deux idéauzx a droite de (A, o) avec J totalement isotrope et

rangl < ranglJ, alors rang(I NJ) < rang(I+NJ).

Preuve :

J étant totalement isotrope donc J C J*, ainsi [+ +J C It +J+ = (INJ)*, en conséquence,
rang(I*+ + J) < rang(I N J)t. On en déduit, en utilisant 5) que :

0 < rangJ — rangl < rang(I+ N J) —rang(I N J). Ainsi, le lemme est prouvé. x

Proposition 3.1.10 Tous les idéauz a droite de (A, oy,) totalement isotropes mazimaux ont

le méme rang.

Preuve : Soient I et J deux idéaux a droite de (A, o},) totalement isotropes maximaux.
Supposons que rangl < rangJ.Ona: I+NJ ¢ I, car sinon on aura : I*nJ cInJ clItnJ.
En conséquence I+ NJ = 1N J, ce qui contredit le lemme précédent. Par suite, I+ N J ¢ 1,
ainsi il existe fo € I*NJ et fo ¢ I. Posons X =+ (It NJ). On a:

Xt=(I+(I*n J))l =I*tnItnHt=1tnIH +Jh) =1+ NI + JY) Par ailleurs,
IcltetItnJ cC It ainsi X =1+ ({It*NJ)C It Demémeona: I CI+ Jt et
I*nJjcJcJ-clI+Jb done X =1+ (I nJ)C I+ J5 1l sensuit que X C X+
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C’est-a-dire X est totalement isotrope et I & X (car fo € X et fo ¢ I). Ce qui contredit la
maximalité de I, donc rangl £ rangJ et de la méme fagon on montre que rangJ £ rangl,

par conséquent rangl = rangJ. i

Définition 3.1.11 La valeur commune du rang de tous les idéaux a droite de (A, op,) totale-

ment isotropes mazrimauz, est appelé indice de Witt de [’algébre centrale simple a involution

(A,O'h).

3.2 Discriminant d’une involution

3.2.1 Discriminant d’une involution orthogonale

Proposition 3.2.1 Soit A une F-algébre centrale simple a involution o symplectique.
Le polyndme caractéristique réduit de chaque élément de (A, o), est un carré dans F[X].

En particulier, Nrda(s) est un carré dans F quel que soit s € (A, o).

Preuve : Voir ([6, proposition 2.9, page 19]). x

Si A est une F-algebre centrale simple de degré pair a involution ¢ de premiere espece, alors

Jda € A* tel que o(a) = +a (voir [6, corollary 2.8, page 18]).

Proposition 3.2.2 Soit A une F-algébre centrale simple de degré pair a involution o or-

thogonale. Alors Va,b € A* N (A,0)_ on a : Nrda(a) = Nrds(b) mod F*?.

Preuve : Si a,b € A* N (A,0)_, alors o(a) = —a, ainsi 'involution ¢’ = int(a) o o est
symplectique et ab € (A,0'),. Or la proposition précédente montre que Nrda(ab) € F*2,

d’ou le résultat. i

Définition 3.2.3 Soit A une F-algébre centrale simple de degré pair a involution o

orthogonale. Le discriminant de o est par définition : disc 0 = Nrdy(a) € F*/F*? tel que
ac AN (Ao)_.

Remarque : On définit aussi le discriminant d’une involution ¢ symplectique comme étant

la classe carrée : disc 0 = Nrda(a) € F*/F*% tel que a € A* N (A, o), (voir [2]).
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Exemple : Soit I'algebre a involution (M, (F),t) telle que n est pair et t I'involution trans-

position (orthogonale). Soit la matrice :

mq O

M = telle que my = -+ = myp =

0 1

-1 0
O My/2

M est un élément inversible de (M, (F'),t)_ (car detM =1).
Ainsi, disc t = Nrdyg,(p)(M) = detM = 1.

Proposition 3.2.4 Soit A une F-algebre centrale simple de degré pair.
1. Supposons que o est une involution orthogonale sur A, et soit u € A*.
Siint(u) o o est orthogonale, alors disc(int(u) o o) = Nrda(u).disc o,
2. Supposons que o est une involution symplectique sur A, et soit u € A*.
Siint(u) o o est une involution orthogonale sur A alors : disc(int(u) o o) = Nrda(u).
3. Si A= Endp(V) et oy est linvolution adjointe a une forme bilinéaire non singuliére
symétrique b sur V', alors disc o, = detb.

4. Supposons que o est une involution orthogonale sur A. Si (B,T) est une F-algébre

centrale simple a involution orthogonale, alors

, disc 0 si degB est impair
disc(c @ 1) =
1 st degB est pair

5. Supposons que o est une involution symplectique sur A. Si (B,T) est une F-algébre

centrale simple a involution symplectique, alors disc(c ® T) = 1.
Preuve :
1. Siint(u) o o est orthogonale, alors : o(u) = u et (A,int(u) oo) = u.(A,o0)_.
Soit b € (A, int(u) o o) _, c’est-d-dire b = u.a tel que a € (A, 0)_.
1l s’ensuit que disc(int(u) o o) = Nrd(b) = Nrda(ua) = Nrda(u).Nrda(a).F*2.

2. On a o est symplectique et int(u) o o est orthogonale, ainsi o(u) = —u,

d’'otv u € (A,int(u) o o) _, en conséquence disc(int(u) o ) = Nrda(u).
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3. On peut identifier A avec M, (F') pour un choix d'une base e de V. Soit g € GI,,(F)
la matrice de la forme bilinéaire b dans la base e. On a : g, = int(g~') o t, avec t
'involution transposition. Or, t est orthogonale et o, = int(g~') o ¢ I'est aussi, car b

est symétrique. Ainsi, en appliquant (1), on trouve : disc o, = Nrds(g~').disc t = detb.

4. Sia € (Ayo)-NA* alorsa®1 € (A® B,o ® 7)_. Le résultat est déduit de 1'égalité
Nrdagp(a® 1) = Nrd(a)®I®?.

5. 7 est symplectique, donc le degré de B est pair. Soit a € (A,0)_ N A* donc a ® 1 est
un élément inversible de (A® B,o @ 7)_.

Ainsi disc(oc ® 7) = Nrdgp(a ® 1) = Nrdy(a)®9? = 1. 2

Exemples :

1. A= (M,(F),t), n pair. Si 0 = int(u) o t est une involution orthogonale sur A, alors

d’apres (2), disc 0 = Nrda(u).disc t = det(u).

2. 51 A = A ® Ay avec Ay et Ay sont de degré pair et ¢ = 07 ® 0 une involution
orthogonale sur A, c’est-a-dire oy et o9 sont de méme type, alors d’apres (4) et (5) de
la proposition précédente on a disc o = 1. En particulier, le résultat est vrai si A; et

A, sont des algebres de quaternions et oy et oy leurs conjugaisons (symplectiques).

3.2.2 Application : Algebre a involution décomposable

D’apres le théoreme du double centralisateur, si une F-algebre centrale simple A contient
une sous-algebre A;, centrale simple sur F' et non triviale (i.e. distincte de F' et de A), alors
elle se décompose en un produit tensoriel A = A; ® Ay, ou As est le centralisateur de A;

dans A . On dit alors que l'algebre A est décomposable.

Par exemple, Albert a montré que toute algebre centrale simple sur F' de degré 4 et d’expo-
sant 2, est décomposable, c¢’est-a-dire isomorphe a un produit tensoriel de deux algebres de

quaternions (Voir [6, Theorem16.1, page 233]).

Définition 3.2.5 Soit A une F-algebre centrale simple munie d’une involution o. On dit

que l'algébre a involution (A, o) est décomposable si A contient une sous-algebre centrale
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simple non triviale A, stable par o. Quand c’est le cas, le centralisateur Ay de A; dans A

est stable par o et on a A= A1 ® Ay et 0 = 01 ® 09, ou 0; désigne la restriction de o a A;.

L’étude de la décomposabilité d’une algebre a involution est une question classique (voir
par exemple [1]). L'exemple (2) précédent montre qu’avoir un discriminant trivial est une
condition nécessaire de décomposition stable. Le théoreme suivant montre que la réciproque

est également vraie en degré 4.

Théoreme 3.2.6 Soit A une F-algébre centrale simple de degré 4 ayant une involution
orthogonale o. Alors A admet une sous algebre de quaternions stable par o si et seulement

st le discriminant de o est trivial.

Preuve : Voir |7, Theorem 3.1]. n

Remarques :

1. Pour les algebres de degré 8, cette condition n’est plus suffisante. En effet Amisteur,
Rowen et Tignol (voir [1]) ont construit une algebre a division D de degré 8 a invo-
lution qui ne se décompose pas en produit tensoriel d’algebres de quaternions. Ainsi
toute involution symplectique sur D est de discriminant trivial mais ne peut pas se

décomposer.

2. Hélene Dherte [2] a montré que méme pour les algebres décomposables de degré 8, la
condition ”avoir un discriminant trivial” ne suffit pas pour qu’il existe une sous algebre

stable.

3.3 Algebre de Clifford d’une involution

3.3.1 Algebre de Clifford d’un espace quadratique

Soient V' un espace vectoriel sur F' et ¢ une forme quadratique sur V. Posons

VRrVer - QrV (nfois) sin>0
(V) = FV ®p--@pV (nfois)
F sin=20
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L’algebre tensoriel de V' est I'algebre T(V) = €D, 1" (V) telle que le produit est défini par :
(V1 RV® - @U) X (V1 @+ QUs) = V1 &+ QU @ Vpyq - - - @ Us, est prolongé par linéarité
a T'(V). Désignons par I(q) I'idéal bilatere de T'(V') engendré par les éléments = ® x — g(z).1
avec z € V et 1 I’élément unité de T'(V') , alors I'algebre de Clifford de (V, q) est :

L'algebre T'(V) = To(V)@T1 (V) = T(VRV)®(VRT(V®V)) est graduée de type Z/27Z. Du
fait que les générateurs de I(q) sont dans Tp(V), cette graduation induit une graduation de
C(V,q): C(V,q) = Co(V,q) ®C1(V, q) tel que Cy(V, q) est le sous espace de C(V, q) engendré
par les produits d'un nombre pair de vecteurs de V', appelé 'algebre de Clifford paire de (V, q).
De méme C(V, q) est le sous espace de C(V, q) engendré par les produits d’'un nombre impair
de vecteurs de V, et appelé I'algebre de Clifford impaire de (V) ¢). On a (voir Knus [5, chapter
4, corollary 7)) : dimpC(V,q) = 24V et dimpCy(V,q) = dimpCy(V, q) = 2%mrV -1,

On a aussi le résultat suivant (voir [6, lemma 8.1, page 87]) : Co(V,q) = %. Avec 1y(q)
l'idéal de T'(V ® V') engendré par les éléments t @z —q(x) et @y Ry ® z — ¢(y)x ® z pour

r,y,z € V.

Exemples :
1. Si V = F et ¢ la forme quadratique définie par ¢(r) = ax?, avec a € F et o # 0, alors
C(F,az?) = F[X]/(X? —a) @ F @ Fx avec 2° = a.
En particulier, si F =R et « = —1, alors on a : C(R, —z?) = R[X]/(X? +1) 2 C.

2. Si ¢ =0alors C(V,0) = % est appelée algebre extérieure.

Le théoréme suivant montre que les structures de C'(V, q) et Cy(V, q) sont déteminées completement

en fonction de q.

Théoréme 3.3.1 Soit (V,q) un espace quadratique régulier, on a :

1. SidimpV =n =2m, alors le centre A de Cy(V,q) est une F-algébre quadratique étale
isomorphe a F[X]/(X? —§), ot § est tel que disc(q) = (—1)™6.F*%. De plus on a :
— Si A est un corps (i.e disc(q) # 1), alors Co(V,q) est une A- algébre centrale simple
de degré 2m1.
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- SiA = FxF (i.edisc(q) = 1), alors Cy(V, q) est un produit direct de deux F'-algébres

centrales simples de degré 2m 1.

2. Sin=2m+1, alors Cy(V,q) est une F-algebre centrale simple de degré 2™.

Preuve : Voir ( [13, Theorem 2.10, page 332]). n

C(V,q) et Cy(V, q) sont munies d'une involution ”canonique” 7 qui est

I'involution induite par l'identité sur V' : 7(21 @ -+ Qap) =01, @ - - @ 27.

Le type de 7/Cy(V, q) = 79 est determiné par la dimension de V' comme suit :

Proposition 3.3.2 1. SidimV =2 (mod 4), alors 7y est de deuziéme espece.

2. SidimV =0 (mod 4), alors 1y est de premiére espece. En particulier, 1y est orthogo-

nale si dimV =0 (mod 8), et symplectique si dimV =4 (mod 8).
3. SidimV = 1,7 (mod 8), alors 1y est orthogonale.

4. St dimV = 3,5 (mod 8), alors 1y est symplectique.

Preuve : Voir ([6, proposition 8.4, page 89]). x

3.3.2 Algebre de Clifford d’une involution orthogonale

Soit (A,o) une F-algebre centrale simple a involution orthogonale. Notons par T'(A)
'algebre tensorielle de A (considérée comme F-espace vectoriel), et soient I'application bi-

linéaire :

Sand: ARAXA — A
(a®b,c) — acb
et I(o) I'idéal de T'(A) engendré par les éléments de la forme
s —trd(s) avec s € Atqo(s) =s.
x — Sand(z,1) tgz € A®Q A et Sand(z,(A,0)-) =0.

Définition 3.3.3 L’algébre de Clifford de (A, o) est CT(A,0) = %. Cette définition est

appelée définition rationnelle d’apres Tits.
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Proposition 3.3.4 Si A = Endp(V) et o linvolution adjointe d’une forme bilinéaire
symétrique b, alors C(A, o) = Co(V,b). De plus si K/F' est une extension, alors
Cl(A,0)@ K2 CT(A® K,0 ® Id).

Preuve : Voir ([2, proposition, page 35]). n

Théoréme 3.3.5 Soient A une F-algébre centrale simple de degré n = 2m a involution o
orthogonale et Z le centre de C(A, o), alors Z est une F-algebre quadratique étale isomorphe

a F[X]/(X? = 6(0)) ot disc 0 = (—1)"8(0).F*2. D’ou Z est un corps ou Z ~ F x F.

1. Si Z est un corps (i.e disc(o) # 1), alors C(A, o) est une Z-algébre centrale simple de
degré 2m~1.

2. 81 Z ~FxF (iedisc(o) # 1), alors C(A, o) est un produit direct de deux F'-algébres

centrales simples de degré 2m1.

Preuve : Voir ([11, Théoreme 1.9, page 34]). n

Proposition 3.3.6 Soit (A, o) une F-algébre centrale simple d involution orthogonale, alors
o induit une involution T(o) : T(A) — T(A) telle que
T(o)(a1 ®---®@ag) =o0(ar) ®---@oc(ay) et laissant stable I(o).

Preuve :

1. Sis€ A/o(s)=s,0n a:
T(0)(s —trd(s)) =T(o)(s) — T(o)(trd(s)) = o(s) — o (trd(s)) = s — trd(s)

2. Soit . =)",a;®b; € A® A tel que pour tout ¢ € (A,0)_, Sand(z,c) =), a;ch; = 0.
On a pour tout ¢ € (A,0)_,
Sand(T (o) (x), c) = Sand( Z o(b;) @ o(a;),c) = Z Sand(o(b;) ® o(a;), )

= Za(bi)ca(ai) =— Za(bi)a(c)a(ai) = —o(Sand(z,c)) =0

%
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En conséquence, Sand (T (0)(x), (4,0)-) = 0. Par ailleurs,
T(o)(z — Sand(z,1)) = T(0)(z) — T(0)(Sand(z, 1))

= T(0)(z) — T(0)( Z Sand(a; ® b;, 1))
=T(0)(z) = T(0)( D a;.1.h;)

1

=T(0)(z) = Y _o(b)o(a;)

%

=T(0)(x) — Sand(T(c)(z), 1)

Par suite, 1) et 2) montrent bien que (o) est stable par T'(o). a

Conclusion : L'involution 7'(¢) induit une involution ¢* sur C(A, o) = %.

Proposition 3.3.7 Soit A une F-algebre centrale simple de degré n = 2m a involution o
orthogonale. Alors :

*

— Si m est pair, on a o* est une involution de premiére espéce sur C(A, o). o

*

est
orthogonale si m = 0 mod 4 et symplectique si m = 2 mod 4.
— o est une involution de deuziéme espéce sur C(A, o) si m est impair.
En particulier, si A = Endp(V) et o est Uinvolution adjointe d’une forme quadratique q,

alors C(A,0) = Cy(V, q) et o* est linvolution canonique de Co(V,q).

Preuve : Voir ([6, proposition 8.12, page 95]). x

3.3.3 Application : caractérisation des involutions conjuguées

Dans ce paragraphe on utilise I'algebre de Clifford comme un outil permettant de

caractériser les involutions conjuguées.

Définition 3.3.8 Soit A une F-algébre. Deux involutions o et o' sur A sont conjuguées s’il

existe a € A* tel que o’ = Int(a) oo o Int(a)™t.

Remarque : Deux involutions o et ¢’ sur A sont conjuguées si et seulement si les algebres

(A,0) et (A, 0’) sont F-isomorphes.
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Théoréme 3.3.9 Soit A une F-algebre centrale simple de degré < 4. Alors deux involutions
orthogonales o et o' sur A sont conjuguées si et seulement si leurs algébres de Clifford sont

F-isomorphes.

Preuve : Voir ([8, page 262]). x

Définition 3.3.10 On dit qu’un corps commutatif F' est formellement réel (ou simplement
réel) si -1 n'est pas une somme de carrés dans F.
Remarque :

1. Un corps fini n’est pas formellement réel, donc tout corps formellement réel est necéssairement

de caractéristique 0.

2. Posons OF ={z € F/ x est une somme de carrés dans F'} et OF* = OF — {0}.
Alors F' est formellement réel est équivalent a (JF # F.

Soient W (F') 'anneau de Witt de F' et I(F) I'idéal fondamental de Witt (pour les définitions,
voir [13, Definition 1.9, page 33]).
Notation : I*F = I(F)3.

Théoréme 3.3.11 Soit F' un corps non formelement réel et I3F = 0. Alors, deuz involu-
tions orthogonales o et o’ sur une F-algébre centrale simple A sont conjuguées si et seulement

si leurs algebres de Clifford sont F-isomorphes.

Preuve : Voir ([8, page 264]). n

3.4 Signature d’une involution

3.4.1 La forme trace d’une involution

Lemme 3.4.1 Soit (A, o) une F-algébre centrale simple a involution o de premiére espeéce.

Alors pour tout a € A on a : Nrda(o(a)) = Nrda(a) et Trda(o(a)) = Trda(a).

Preuve : Soit K un corps neutralisant de A, ainsi il existe un isomorphisme

0:Ax = A®p K,— M,(K). On a: poog o' est une involution de premiere espéce
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sur M, (K), donc il existe une matrice inversible g de M, (K) telle que ¢* = +¢ et
poogop t=0,=1int(g)ot.
Prda(o(a)) = det(XIn —¢(o(a) ® 1)) = det(X1I, — pook(a®1))
=det(X1, —o400(a®1)) =det(XI, — g.pla®1).g7")
= det (g.(XIn —pla® 1)t).g*1> = det(X1, — p(a®1))
= Prda(a). n

Définition 3.4.2 Soit A une F-algébre centrale simple a involution o de premicre espece.

L’application T, : A x A — F est une forme bilinéaire non singuliere sur A,

(2,y) —— Trda(o(z)y)

appelée forme trace de (A, o).

D’apres le lemme précédent, on a pour tout (z,y) € A X A :
Ty(z,y) = Trda(o(z)y) = Trda (U(J(y)m)> = Trda(o(y)z) = T,(y,x). Ainsi T, est une

forme bilinéaire symétrique.

Proposition 3.4.3 Sous lisomorphisme o, : A Q@p A — Endp(A)
a®@br— 0.,(a®b):x+— axo(b)

[involution 0 ® o correspond a linvolution adjointe de T,.

Preuve : Va,b,xz,y € A, T, (a*(a ® b) (x),y) =Trda (bo(:v)a(a)y). Par ailleurs,
T, <:I:, o (0(a) ® U(b))(y)) =T,(z,0(a)yb) = Trda(c(z)o(a)yd). n

Lemme 3.4.4 Si (A,0) = (Endpr(V),04), alors lidentification standard @, : V@pV — A
de (3.1) induit Uisométrie d’espaces bilinéaires ¢y, : (V @p V0 @b) — (Endp(V),T,).
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Preuve : En utilisant le théoreme 3.1.3 on a Vi, 2o, y1,y2 € V :

T, (on(21 ® 32), 0p(y1 ® y2)) = Trda (U(%(xl ® x2))pn(y1 ® y2>>
= Trda(epp(z2 @ 1) 05 (1 @ y2))
= Trdp(eb(x1, 22)b(y2, 1))
= &?b(x1, T2)b(y1, y2)
= b(z1, 22)b(y1, vo)
=(b®b)(r1 ® x2,Y1 ® Y2). .

3.4.2 La signature d’une involution de premiere espece

Définition 3.4.5 Soit F' un corps formellement réel. Nous disons qu’une partie P C F est
un préordre de F' si P vérifie : P+ P C P, PP C P, —-1¢ P etJF C F.
Un préordre P de F sera dit un ordre de F' si de plus : PU—P = F et PN—P = {0}. Dans

ce cas on dit que F est ordonné.

Si F' est un corps formellement réel, alors F' est ordonné (voir [13, Theorem 7.1, page 54]).

Remarques :

1. Si P est un ordre sur F, les éléments de P* sont dits positifs et les éléments de —P*

sont dits négatifs.
2. Siz € F*alorsxz € Pou—x € P, or 2?2 = (—x)* € P, donc F** C P.

3. La relation > définie sur F par : © > y si x —y € P est une relation d’ordre totale.

Soit A une F-algebre centrale simple a involution o de premiere espece.

Supposons que F' est ordonné par un ordre P.

Rappelons qu’ a toute forme bilinéaire symétrique non singuliere b est associé un entier sgnpb
appelé signature de b sur P, défini par : sgnpb = m™ —m™ avec m™ (resp.m™) est le nombre

des entrées positives (resp.négatives) dans une diagonalisation de b.
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Proposition 3.4.6 1. Si (A,0) = (Endp(V),0), alors

(sgnpb)? si o est orthogonale
sgnply, =

0 si o est symplectique

2. Si A est quelconque, la signature de la forme bilinéaire T, sur P est un carré dans 7.

Preuve : Voir ([6, proposition 11.7, page 136]). x

Définition 3.4.7 La signature sur P d’une involution o de premiere espece sur A est par

définition : sgnpo = /sgnpl,.

Il découle de la derniere proposition que sgnpo est un entier. Par ailleurs, on sait que
sgnpT, < dimA et sgnpT, = dimT, mod2. Ainsi, 0 < sgnpo < degA et
sgnpo = degA mod 2.

Définition 3.4.8 Un corps formellement réel F est dit réel fermé si F n’a pas d’extension
algébrique propre formellement réelle. Une extension algébrique K de F est dite cloture réelle

de F si K est réel fermé.

Théoreme 3.4.9 Soit Fp la cloture réelle de F' pour un ordre P.

1. Supposons que A n’est pas neutralisée par Fp. Donc sgnpo = 0 si o est orthogonale et

sgnpo = degA mod 4 si o est symplectique.

2. Supposons que A est neutralisée par Fp. Alors sgnpo = 0 si o est symplectique. Si
o est orthogonale et 0, = 0 @ Idp, est linvolution adjointe d’'une forme bilinéaire

symétrique b sur Fp, alors sgnpo = |sgnpb|.

Preuve : Voir (|9, Theorem 1]). n

3.4.3 Application : Involutions indécomposables

Lemme 3.4.10 Soit A une F-algébre centrale simple.

SiA=A1® Ay eto =010, alors T, =T, ®T,,.
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Preuve : Pour x1,y; € Ay et x5,y € Ay, on a:

Ty (21 ® 29,41 @ y2) = Trda(or(z1)y1 @ o2(22)y2) = Trda, (o1(21)y1) Trda, (o2(22)y2).  n

Proposition 3.4.11 Soient A une algebre centrale simple sur un corps formellemnet réel

F et P un ordre sur F. St A= A1 ® A et 0 = 01 ® 09, alors sgnp(c) = sgnp(o1) sgnp(os).

Preuve : Déduction simple du lemme précédent et de la définition 3.4.7. 1

Corollaire 3.4.12 Soit A une algébre centrale simple de degré une puissance de deuz sur
un corps formellemnet réel F', et soit P un ordre sur F'. Alors toute involution de premiere

espéce sur A telle que sgnp(o) = 2 est indécomposable.

Preuve : Supposons que 0 = g1 ® 0. D’apres la proposition précédente, on a
2 = sgnp(o1)sgnp(oq). Ainsi sgnp(oy) = 1 ou sgnp(oy) = 1. Or, on sait que la signature
d’une involution sur une algebre centrale simple de degré pair est divisible par 2. Donc notre

supposition est impossible, en conséquence o est indécomposable. 1

La notion de signature peut fournir plus d’informations que le discriminant. En effet, elle
peut éetre non triviale pour des involutions symplectiques et peut étre utilisée pour exclure
certains types de décompositions.

Supposons pour l'instant que : A = Q1 ®p Q2 ®p Q3 est un produit tensoriel d’algebres
de quaternions sur un corps formellement réel F' et que o (resp. 7) est une involution de
premieére espece sur ()1 (resp. Q2 @p Q3) telles que sgnp(o) = sgnp(7) = 2 pour un certain
ordre P de F', alors 7 est indécomposable par le corollaire 3.4.12.

L’involution p = o ® 7 vérifie disc(p) = 1 ( car p est décomposable ) et sgnp(p) = 4, par
suite il n’existe pas d’algebres de quaternions @7, Q) et Q% invariants par p telles que

A=Q, ®pQ,®p Q4 car sinon sgnp(p) = [[o_, sgnp(p/Q,) =0 ou 8, absurde.
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